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1 MOTIVAGAO

Ha uma intensa discussdo, geralmente confinada a tribunais de justica, sobre a existéncia de
anatocismo, ou capitalizacdo composta, em sistemas de amortizacdo como o Sistema de
Amortizacdo Constante — SAC. Esse é um problema importante, porque a pratica de anatocismo é
proibida no Brasil — e em outros paises europeus também (Baptista, 2008 e De-Losso, 2012) — pelo
Decreto 22.626/33, pela Simula 121 do STF e pelo art. 591 da Lei 10.406/02, resultando em severas
implicagdes para o funcionamento do sistema de crédito no pais. Contudo, a pratica de capitalizacao
composta de juros foi permitida a instituicdes financeiras* a partir 31/03/2000°, desde que
expressamente pactuada, de acordo com as Sumulas 539 do STJ e a 596 do STF. Nada obstante, a
proibicdo do anatocismo ndo foi formalmente revogada, de modo que as decisGes judiciais

permanecem contraditérias entre si®.

A discussdo mais técnica ndo se resolve, porque se diz que ndo restam juros no saldo devedor
qguando sdo calculados na data t multiplicando-se o saldo devedor em t — 1 pela taxa de juros, sob a
presuncdo de que sdo pagos a cada periodo de tempo. Em verdade, contudo, a cada periodo o
credor faz jus aos juros apurados até aquele momento pelo regime de competéncia, mas ndo de
caixa. Assim, nos sistemas de amortizacdo usuais registram-se contabilmente esses juros e, para
“fechar a conta”, residualmente apura-se a amortizacdo contabil, que encobre o anatocismo e
confunde a natureza econ6mica da operagdo, ignorando-se a amortizagao econdmica, que é o que

realmente estd sendo amortizado’.

Este artigo demonstra que existe anatocismo numa classe genérica de sistemas de amortizacdo, em
gue o sistema Francés ou Price, Hamburgués ou Sistema de Amortizacdo Constante — SAC — e

Americano sdo casos particulares. A demonstracdo é feita formalmente por quatro maneiras

* Vide Recurso Extraordinario 592377, julgado pelo STF em 04/02/2015.

5 In litteris: “E permitida a capitalizacdo de juros com periodicidade inferior a anual em contratos celebrados
com institui¢des integrantes do Sistema Financeiro Nacional a partir de 31/3/2000 (MP n. 1.963-17/2000,
reeditada como MP n. 2.170-36/2001), desde que expressamente pactuada” — SUMULA 539, SEGUNDA
SECAO, julgado em 10/06/2015, DJe 15/06/2015.

6 A Simula 121 do STF prescreve: “E vedada a capitalizacdo de juros, ainda que expressamente
convencionada".

7 A nocdo de amortizagdo contabil e econdmica serd discutida precisamente no decorrer do texto. Por ora,
convém entender que os livros de matematica financeira apenas descrevem as amortizagdes e juros contabeis
omitindo esse fato.



alternativas, para alvejar inequivocamente os argumentos retéricos contrarios ao resultado que se

estabelece aqui.

Quando o Juizo conclui pela existéncia de anatocismo em um sistema de amortizacao, costuma
mandar que a divida seja recalculada em capitalizacdo simples, a fim de apurar as devidas
indenizacBes a quem pagou a mais. Ocorre que inexiste modelo economicamente fundamentado
para construir sistemas de amortizacdo em capitalizacdo simples, na extensdo de nosso
conhecimento. Cunha (2023) esboga algo em espirito muito parecido com o deste artigo. Mais
popular é um algoritmo eminentemente matemdtico de dificil intuicdo (ver Lachtermacher e de
Faro, 2022; e Forger, 2009). Este artigo resolve esse segundo problema por meio de um modelo
geral, para construir sistema de amortizacdo em capitalizacdo simples® — SACS —, abarcando infinitas
configuragoes possiveis de pagamentos ou amortizagoes, extensivel a multiplas e simultaneas datas-
focais. A elegancia do modelo reside na analogia direta ao caso de capitalizacdo composta, tornando

sua implementacdo imediata e funcionando como seu contrafactual natural.

Com efeito, a questdo de anatocismo ndo se restringe aos debates judiciais sobre financiamentos
de longo prazo e/ou de imdveis, eis que a capitalizacdo simples é usada largamente para apurar
valores indenizatdrios de sentencas judiciais; parcelamento de multas emitidas por entes publicos
ou agéncias regulatdrias; e, até pouco tempo atras’, de precatdrios, cujo valor de face, ou seja sem
corre¢do monetaria ou juros, totalizava RS 273 bilhdes em dezembro de 2022, dos quais 40% eram
precatdrios dos estados, e o resto era dividido igualmente entre Unido e municipios'°. E muito dificil
saber o valor atual exato desses precatdrios, pois depende da data de inicio da agdo; eis que uma
acdo ajuizada hd 20 anos resulta em um valor de face multiplicado por 11, considerando corre¢do

monetadria e juros em capitalizagdo simples de 1% a.m.

Este artigo rejeita formalmente autores que sugerem a inexisténcia de anatocismo mesmo sob
capitalizagdo composta como Lapponi (2005), Pires e Negra (2005), Vieira Sobrinho (2012) e de Faro
(2013 e 2014). Os dois primeiros textos usam o argumento de que os juros ndo sdo incorporados ao
saldo devedor nos sistemas convencionais, pois liquidados a cada periodo. Os dois ultimos autores

entendem que o anatocismo é proibido como juros moratdrios, mas ndo como juros

8 De-Losso e Santos (2023) estudam e formalizam as propriedades do modelo.

% Pela Emenda 113, os precatérios passaram a ser corrigidos pela Selic a partir de 08 de dezembro de 2021.
Até entdo, os juros eram calculados pela poupanga em capitalizagdo simples.

10 0s autores agradecem ao Mercatdrio, na pessoa do Sr. Daniel Costa, pelo envio dos dados sobre precatérios.
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remuneratdrios!. Esta interpretacdo estrita de anatocismo diverge de autores como Lacombe
(2004) e Rudge (2006), que entendem anatocismo como sinbnimo de juros compostos, em
conformidade com a Simula 121 e art. 591 do novo Cédigo Civil do Brasil/2002. Segue-se que este
artigo adota essa interpretacdo mais ampla, consistentemente com Gomes e Scavone (2001),
Antonik e Assuncdo (2006), Baptista (2008), e Nogueira (2013), especialmente porque leva em conta
a Sumula 539/STJ, a qual implicitamente exige que o regime de capitalizacdo seja pactuado inclusive

no que cabe aos juros remuneratorios.

A Secdo 2 se preocupa em definir os principais conceitos que sdo utilizados no artigo, baseada na
literatura convencional de Matematica Financeira. Seu propésito é formalizar, unificar e

sistematizar o entendimento sobre o assunto.

A estratégia de modelagem segue inicialmente definindo uma familia geral de sistemas de
amortizacdo, batizada de Sistema Geral de Amortizacdo — SGA na Sec¢do 3. A ideia é construir uma
classe com infinitas configuracdes de pagamentos ou amortiza¢cdes, em seguida caracterizar os
sistemas de amortizacdo mais conhecidos como Americano, SAC e Price como casos particulares.
Aplica-se o SGA para o caso atdmico de um empréstimo com um Unico pagamento apds n periodos

e apresenta-se a primeira evidéncia de que existe anatocismo no SGA.

O segundo passo é desenvolver um sistema de amortizagao alternativo, mas que envolve conceitos
econdmicos fundamentais. Assim, a Secdo 4 trata do Sistema de Multiplos Contratos — SMC,
proposto por De-Losso (2012) e De-Losso, Giovannetti e Rangel (2013). O SMC é uma ficcdo
conveniente, que deriva o SGA a partir de conceitos econdmicos mais primitivos, aplicando o
principio da (ndo-)arbitragem, por isso tem uma fungdo andloga ao conceito de utilidade em
Economia e, na pratica, revela as operagdes econdmicas latentes nos sistemas convencionais de
amortiza¢do. Com isso, pode-se entender a natureza econ6mica dos juros e apurar a amortizagao
econdmica dos pagamentos, definida como sendo o valor descontado de cada parcela a data do
mutuo. Essa distingdo é fundamental para demonstrar formalmente e entender a existéncia de
anatocismo no SGA e, por conseguinte, nos sistemas de amortizagdo mais tradicionais. Esta é a

segunda evidéncia de anatocismo.

11 N3o cabe ao economista interpretar se a proibicdo de anatocismo recai sobre juros moratdrios e/ou
remuneratorios. Sua fungdo é dizer se ha anatocismo apds a decisdo judicial determinando se é sobre um,
outro ou ambos. Por certo, se a capitalizagdo for composta, haverd anatocismo.
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A partir do exemplo simples do SGA combinado com a caracterizagao do SMC, dissecam-se os juros
contidos no SGA, periodo a periodo, e mostra-se ainda como a composicao de juros emerge, mesmo
sob amortizacdo contabil positiva em todos os periodos. Essa técnica, que também serve para
capitalizacdo simples, permite que se construa o SGA a partir do SMC. E a terceira evidéncia de
composicdo de juros nos sistemas de amortizagao mais utilizados. O mérito do modelo desenvolvido
neste artigo esta em entender a natureza econémica dos juros contidos no SGA e explicar por que
o argumento de inexisténcia de anatocismo em sistemas mais convencionais, como SAC e
Americano, é falacioso. Em grande sintese, o SGA oculta a capitalizacdo composta operando ao
registrar a apuracao de juros em regime de competéncia e ao omitir sua natureza contabil, incluindo

da amortizagdo resultante.

O quarto passo é desenvolver um modelo para obten¢do de um sistema de amortizagdo em
capitalizacdo simples — SACS, geral, com fundamentos econémicos e de implementacao imediata.
Isso é feito de duas formas. A Secdo 5 aplica o SMC ao caso de capitalizacao simples, obtendo-se os
juros contdbeis, periodo a periodo, e sua consolidacdo resulta num sistema de amortizacdo analogo
ao SGA, em que se considera como dada a sequéncia de pagamentos. Com isso, pode-se comparar
exatamente como seria o sistema de amortizacdo se a capitalizacdo fosse simples ou composta para
a mesma configuragdo de pagamentos. Essa comparagdao serve como contrafactual ao caso
composto e constitui a quarta evidéncia da existéncia de anatocismo no SGA. Por ela, mostra-se,
por exemplo, que os juros em t ndo correspondem ao produto da taxa pelo saldo devedor anterior

no SACS.

A Secdo 6 estende a ideia SACS de forma andloga e tdo elegante quanto o método convencional.
Isto é, os procedimentos das se¢des anteriores sdo necessdrios para compreender o modelo que é
finalmente estabelecido nesta secdo. Mostra-se como calcular os juros em capitalizacdo simples
aplicando-se recursivamente a taxa ao valor presente das parcelas ainda a liquidar. Isso é
exatamente o que ocorre em capitalizacdo composta, sendo importante por permitir calcular os
pagamentos, conhecida a sequéncia de amortizacdes contdbeis; ou as amortizacGes contabeis,
dados os pagamentos. E tudo isso é feito sem a necessidade de calcular a cada periodo os juros de
cada um dos pagamentos (ou contratos na linguagem do SMC) como executado na Sec¢do 5. Essa é

uma evidéncia complementar da existéncia de anatocismo no SGA.

A Secdo 7 sugere como o SACS pode ser adaptado a diferentes e simultaneas datas-focais, assunto

gue é mais amplamente desenvolvido em De-Losso e Santos (2023).



Em todas as se¢Oes sdo construidos exemplos que permitem visualizar cada passo do que se esta
propondo, geralmente tomando como referéncia o tradicional, usado em financiamentos

imobiliarios.

A Secao 8 conclui o trabalho, enquanto a Secao 9 contém a bibliografia e, em separado, a legisla¢ao

pertinente.

A Secdo 10 traz um apéndice com quadros sinépticos em que se compara o SGA com o SACS. Isso é
feito de duas formas. Na primeira, é dada a sequéncia de pagamentos; na segunda, a sequéncia de

amortizacdes contdbeis. A analogia entre um sistema e outro ilustra sua natureza econémica.

Apesar da importancia e repercussdo em termos econ0micos, o interesse académico por artigos
como este costuma ser limitado. Essa dificuldade é um fendmeno documentado em Akerlof (2020).
Na realidade, a discussdo sobre este assunto, em particular, ndo é sistematica, é ainda apartada da
academia, confusa e inconclusa. O artigo procura jogar luz sobre o tema de uma maneira formal,
prover argumentos e demonstracdes sistematicos, com a expectativa de orientar os interessados
sobre como proceder em célculos judiciais e liquidacdo de sentengas. Ao mesmo tempo, supre uma
lacuna da pratica econémica sobre como construir sistema de amortizacdo em capitalizacdo

simples.

2 CONCEITOS E DEFINIGOES

Esta secdo estabelece os conceitos e definicdes universais aos sistemas de amortizagdo de que este
artigo trata, seja em capitalizagdo composta, seja em capitalizagdo simples. A rigor, constam de

qualquer curso ou livro de Matematica Financeira, geralmente de maneira nao sistematizada.

Essas defini¢des, ainda que tediosas, sdo necessdrias para o estabelecimento rigoroso do modelo,

de suas consequéncias e das demonstracoes.

Definigdo 1 — Juros Totais: Considere P, € R™ o valor de um empréstimo ou financiamento feito na

data t, cuja configuracdo de pagamentos é {R]- € ]R’C“}?

Y j,t €N, entdo os juros acumulados

totais, J(n — t) € R* calculados na data de liquidac3o 1, s3o definidos como:



n

Ja-t)= > Ri—P.

j=t+1
N3o ha muito sentido em imaginar que o total de pagamentos sera menor que o valor originalmente
emprestado, caso em que 0s juros seriam negativos.
Normalmente, interessa-se no empréstimo feito na data t = 0, caso em que:

n

J(n) = Z R — Py,

Jj=1

Note que a definicdo de juros totais prescinde da forma de capitalizacdo e da taxa de juros, bastando
serem dados o valor emprestado e a sequéncia de pagamentos. Esse fato é importante, porque a

definicdo se aplica igualmente para qualquer sistema de capitalizacdo.

A configuracdo do empréstimo convencional desta secao pode ser vista na figura a seguir.

Py

No que segue, especializa-se a definicdo anterior para o caso simples, por sua relevancia e por

constituir a forma mais atbmica de um empréstimo.

Definicdo 2 — Juros Totais em Empréstimo Simples: Considere P; o valor de um empréstimo ou
financiamento feito na data t, a ser pago na data n no valor R, tal que R]- =0,paraj=t+1,t+

1,...,n — 1, entdo definem-se juros acumulados ou totais, /(n — t), como:

Jn—t)=R,—P;.
Trata-se do empréstimo mais simples que existe. Por 6bvio, se 0 empréstimo é feito nadatat =0

e pago numa data futura qualquer t, com R; = 0 para j # t > 0, entdo mais geralmente:



J@®&) =R =Py .

Esta é a forma mais simples ou atébmica de um empréstimo, cuja configuracdo é dada pela figura a
seguir:

R;

1;

A 4

Py
E possivel obter o valor presente de um empréstimo a partir de taxa de juros, conforme se defina

regime de capitalizacdo.

Definicdo 3 — Empréstimo Convencional em Capitalizagdo Composta: Considere um empréstimo

feito na data t a taxa de juros 7 € R*, cuja configuracdo de pagamentos é dada por {Rj};,lztﬂ. ]

valor desse empréstimo, P;, em capitalizagdo composta, é dado por:

Equagao 1:
= R SR
A Y BT .
1 j-t 1 J
j=t+1 1+7) j=t+1 A+7)
E preciso definir a taxa de juros periédica, sem a qual ndo se consegue obter o valor do empréstimo.

Analogamente, dado P;, pode-se usar a equagdo anterior para encontrar a taxa de juros que iguala

ambos os seus lados.

Em geral, fixa-se o empréstimo em n pagamentos, caso em que se considerat = 0. Por conseguinte,

se a data final estiver fixada, a Equacdo 1 representa o saldo devedor a cada instante de tempo.

Definigao 4 — Empréstimo Convencional em Capitalizagao Simples: Considere um empréstimo feito

na data t a taxa de juros r, cuja configuracao de pagamentos é dada por {R]-}:,l_tﬂ. O valor desse

empréstimo na data t, P/, em capitalizagdo simples é dado por:



Equacao 2:

t = T -
== [1+(G—t)xr]

Para obter os juros totais desse empréstimo, aplica-se a Definicdo 1. Por certo, se o valor
emprestado e os pagamentos forem 0os mesmos que no caso composto apresentado anteriormente,
os juros totais serdo os mesmos, mas a taxa r’ de juros simples, consistente com a equacdo anterior,

serar’ >r.

Com essas defini¢cdes, pode-se discutir o que vem a ser um sistema de amortizacdo na datat = 0.
Trata-se de um objeto que contém a cada instante de tempo o saldo devedor, {P; ?;01; as parcelas,
{R.}1—; as amortizagdes, {A;}/=; os juros periddicos’?, {J;}[=,; e a taxa de juros, r, conforme

segue:

Definicdo 5 - Sistema de Amortizacdo: Objeto que descreve a dindmica de empréstimo,

constituindo-se do conjunto:

({Rt}?=1'{Pt}?=_01J{At}?=1'{]t t=1, 1)

Cada um dos pagamentos contém uma parcela que corresponde a amortizagdo e outra, que

corresponde aos juros. Logo, cada pagamento é constituido de duas parcelas.

Definicdo 6 — Parcelas de um Pagamento: Cada pagamento, R;, é constituido de duas parcelas,

amortizac3o contébil, A; € R, e juros (contabeis), /; € RY, tal que:
Ry =A¢ + ]t

Ver-se-3, ao longo do artigo, formas de satisfazer essa igualdade. No caso convencional, os juros sdo
obtidos a partir de uma férmula paramétrica recursiva, sendo dada a sequéncia de amortiza¢des ou
pagamentos, de modo que se obtém residualmente a sequéncia de pagamentos ou amortizacgdes,
respectivamente. Mas, é possivel também obter os juros de forma residual, como se vera na Secdo

4.

? Note que J(n — t) = Xi_41/;



Usando esta definicdo combinada a Definicdo 2, conclui-se que a A; = Py, eis que esta é

amortizagdo econdmica mais atébmica.

Definigao 7 — Consisténcia de um Sistema de Amortizagdo: O sistema de amortizacdo é consistente

se P, = 0.

O saldo devedor final precisa ser nulo para representar que todo o empréstimo foi devidamente

liguidado e a soma das amortizagdes (contabeis ou econdmicas) corresponde ao valor financiado.

Uma constatacdo imediata das Defini¢cdo 1 e Definicdo 6 é enunciada no seguinte lema.

Lema 1: Dadas a Definicdo 1 e a Definicdo 6, entdo o saldo devedor é a soma das amortiza¢des

contabeis remanescentes a data do empréstimo t.

Prova:

Equacao 3:

n n n

j=t+1 j=t+1 j=t+1
n n n
j=t+1 j=t+1 j=t+1

Importante notar nessa definigdo que A; ndo se restringe a R*, podendo, pois, assumir valores
negativos, desde que a igualdade seja satisfeita. Importante notar, também, que o Lema é valido
sem que se distingam os valores individuais das parcelas. Por ultimo, observe que o resultado

independe do regime de capitalizagao.

3 SISTEMA GERAL DE AMORTIZAGAO — SGA

O SGA é o sistema de amortizagao convencional utilizado nos livros de Matematica Financeira e nas

praticas corporativas. Trata-se de um sistema em capitalizagdo composta no sentido da Defini¢ao 3.
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Para caracteriza-lo de maneira geral, convém entender inicialmente o papel do saldo devedor e dos

juros na mecanica do SGA.

3.1 SALDO DEVEDOR

Definicido 8 — Saldo Devedor em Capitalizagio Composta: O saldo devedor em capitalizacdo

composta é dado pela expressdo a seguir, dado Py:

Equacao 4:
Pt = (1+T)Xpt_1—Rt,t>0

Disso decorre o seguinte Lema:

Lema 2: Se a Definicdo 8 for consistente, entdo ela resulta na Defini¢ao 3.
Prova: Pela Defini¢do 3, deve-se mostrar que
Z (1 +r)-t
j=t+1 @+ )

Aplicando a Equacdo 4 recursivamente, obtém-se:

Pt=(1+T‘)XPt_1—Rt=(1+T‘)X[(1+T)Pt_2—Rt_1]—Rt=
=(1+T‘)2XPt_z—(1+T)XRt_1—Rt=

t—1 t—1
=1+ntxpP, —Z(1+r)j XRe_j =041 x|Py—
j=0

Rt]
(1+r)t a

Pela consisténcia, aplica-se o Lema 1 a P, e obtém-se:

n t
_ R; R |_
Pt_(1+T)t)([jzl(1+r)j_jz=l(1+r)j _|:]Z-1(1+r)]t.

3.2 JUROS

O SGA se caracteriza, essencialmente, pela definicdo dos juros a cada periodo, J; € R*.
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Definicao 9 —Juros do SGA: Os juros do SGA é o produto da taxa de juros dada, r, pelo saldo devedor

anterior, isto é:
Equacao 5:
Je =1 X Py

Por conseguinte, pode-se definir a parcela a ser paga a partir de uma dada sequéncia de

amortizagOes, {A;}}~,. Segue-se dai a proxima proposigdo.

Proposicdo 1: Considere um sistema de amortizacdo em capitalizagdo composta, cujo saldo devedor

é dado pela Definicdo 8, e os juros, pela Definicdo 9. Entdo:

Equacao 6:

n
Pt:Pt—l_At: Z A]'

j=t+1

Prova: Considere a Defini¢do 8 e substitua nela a Equacdo 5. Entdo:
Pt: (1+T)Xpt_1—Rt :Pt_1+TXPt_1—Rt =Pt—1+]t_Rt'
Pela Definicdo 6, a primeira igualdade é imediata.

Dada a primeira igualdade, considere a substituicdo recursiva:

t—1 t
Pt:PO_ZAt_j—PO ZA]
j=0 j=1
Aplicando-se o Lema 1 a Py, segue-se que:
t n
n
Pt_ _1A]—2A]: z A]
J =1 j=t+1
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A Equacdo 6 sugere que inexiste anatocismo no SGA, vez que o saldo devedor é constituido de
amortizac¢Oes futuras, aparentemente sem composicado de juros nelas. Contudo, essa interpretacao
somente é vdlida quando o empréstimo é celebrando em j =1t > 1, significando que as
amortizagdes somam o empréstimo original. Quanto o empréstimo é celebradoem j <t — 1, com

saldo devedor em j >t + 1, essa percepgdo é falaciosa como sera mostrado adiante.

Em sintese, as derivagcbes mostram que ha quatro maneiras equivalentes de se obter o saldo

devedor no SGA:

n n
R:

j=t+1 j=t+1

A ultima igualdade sugere a existéncia de anatocismo, vez que capitaliza de maneira composta o

valor presente das parcelas ainda a vencer, como sera melhor discutido na Segdo 3.3 a seguir.

A partir disso podem-se construir os elementos do sistema de amortizagdo de forma recursiva,
aplicando-se a cada periodo a Definicdo 6 para obter R, dada a configuracdo de amortizagdes

contabeis, {A;}{=;, ou A; dada a configuragdo de pagamentos, {R;}{-;.

O exemplo a seguir pretende esclarecer como funciona o SGA, considerando P, = $ 3.000, r =

10% e sistema de amortizagdo constante — SAC, pelo qual 4; = % = A:

13



Tabela 1: Sistema de Amortizagdao Constante — SAC

Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento Saldo Devedor
A= |Jo=r Py |Re=Ac+]y | Po= (L +7) X Py = R,
0 $3.000,00
1 $1.000,00 $300,00 $1.300,00 $2.000,00
2 $1.000,00 $200,00 $1.200,00 $1.000,00
3 $1.000,00 $100,00 $1.100,00 S-

Esse modelo de apresentacdo do sistema de amortizacdo é padrdo, por isso referido como
representacido candnica do sistema de amortizacdo com 5 colunas e um numero de linhas igual a

data de liquidagao mais trés, n + 3, representando a evolugdo dindmica do sistema.

As quatro maneiras equivalentes de se obter o saldo devedor se aplicam, como ndo poderia deixar

de ser.

3.3 HIPOTESE SOB DISCUSSAQ

Como se observa na Tabela 1, a ideia de que nao existe anatocismo no sistema SAC reside na
percepcdo de que o saldo devedor ndo incorpora os juros calculados a cada periodo sob a alegagdo
que teriam sido pagos. Contudo, operagdes latentes, que obscurecem e camuflam o processo de
formacgao das amortizagGes e do saldo devedor, precisam ser compreendidas antes de se concluir
pela inexisténcia de anatocismo. As proximas se¢des dissecam essas operagdes. Em especial,
mostra-se o processo de formagdo dos juros e do saldo devedor, para se verificar a existéncia ou

nao do anatocismo, partindo da Defini¢do 9.

No que segue, define-se matematicamente o conceito de anatocismo para que se possa analisar

propriamente como se constata sua existéncia, de forma consistente com Lacombe (2004).

Definicdo 10 — Anatocismo: Existe anatocismo quando os juros sdo capitalizados de forma

composta. Matematicamente isso é representado da seguinte forma, para0 <j <t — 1:
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Je=rx 1+t x P,
Para ver como isso pode acontecer no caso do SGA, considere j = 0 e um empréstimo simples, de
tal sorte tal que R; = O paraj = 1,2,...,t — 1, e P, = 0 para satisfazer a Defini¢do 7. Pela Equagdo

4:
Poi=(A+1)XPy=(1+7)2%xXP3=--=0+1)"1xP,.
Segue-se dai, aplicando o mesmo principio para t, que:
Pp=0=04+r)XP_y—R; =P +7rXP_1—R; =
=P +rx(1+nt1xPy—R, =R, — P =7 XA +7r)"1 xP,.

Como no empréstimo simples P,_; = A;, o resultado segue pela Defini¢do 6, talque Ry — A; = J; =

r X (1 +71)71 X P,. O resultado vale geralmente para t > j + 113,

A partir dessas ideias, pode-se enunciar a hipdtese que se deseja demonstrar: Sempre existe

anatocismo no SGA. Ha duas possibilidades alternativas a essa hipdtese:

a. Nem sempre existe anatocismo no SGA;

b. N3o existe anatocismo no SGA.

De imediato, mostra-se que existe anatocismo no SGA num caso especifico de empréstimo simples,
ficando claro que a hipdtese alternativa de que “ndo existe anatocismo no SGA” é falsa. Na Se¢do 4

demonstra-se formalmente a hipdtese de que sempre existe anatocismo no SGA.

A estratégia que se usa aqui é construir um sistema de amortiza¢do que inclui, como casos especiais,
0 SAC, o Francés e o Americano. Para isso, deve-se entender o que sao dois sistemas de amortizagdo

distintos, mas financeiramente equivalentes.

Dois sistemas de amortiza¢ao distintos, com mesmo prazo, em que os pagamentos sao descontados
a mesma taxa e resultam no mesmo valor presente sdo financeiramente equivalentes. Nesse
sentido, existem infinitos sistemas de amortiza¢do equivalentes. Formalmente, De-Losso (2012)

define da seguinte forma:

13Set =j+ 1, nd0 é possivel dizer se o regime de capitalizagdo é composto ou simples.
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Defini¢ao 11 — Equivaléncia Financeira: Um sistema de amortiza¢do é financeiramente equivalente
a outro se ambos possuirem o mesmo prazo, e se o valor presente de suas parcelas, quando

descontados a mesma taxa de juros, forem idénticos.

Pode-se agora provar que existem infinitos sistemas de amortizacdo financeiramente equivalentes,
guando os juros correspondem a taxa de empréstimo multiplicados pelo saldo devedor do periodo

anterior.

Proposi¢ao 2: Suponha que P, seja o valor financiado em um sistema de amortizagdo consistente,

cuja sequéncia qualquer de pagamentos é {R;}{—;, em que R, = A; + J;, com
Je=1XP._y,e
Po=Q+7r)XP_;—R;
sendo o saldo devedoremt = 1,2, ...,n
Entdo, todas as configuracdes de amortizacdo sao financeiramente equivalentes.

Prova: Lembrando a demonstracdo do Lema 2:

t—1

Rt_'
Pt—(1+T‘)XPt 1—Rt—(1+1‘)t>< PO m ==
t t R
— t tJ+1 _ t _ J
=1+t x|Py— AT =1+nr)x|P, Zl—(l_l_r)j.
: J:

Pela condicao de consisténcia dada pela Defini¢do 7, tem-se que:

0=(1+7)"x|P ji I R
TR T LT T LAy
]= =

n n
P—ZA—z R
(i t = Lot
t=1 t=1 (1 +T)
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A importancia dessa proposicdo reside na constatacdo que, dada uma sequéncia de amortizagles e
a taxa de juros, r, pode-se construir qualquer configuracao de fluxo de pagamentos, vez que a
Definicdo 6 se aplica. Além disso, a proposicao é vdlida mesmo sob taxa de juros varidvel (ver Faro,

2013).

Pois bem, para entender que existe anatocismo no SGA, aplica-se essa ideia a um exemplo simples
a ser comparado com o exemplo da Tabela 1. Suponha, um financiamento simples de $ 3.000,00 a
ser pago em parcela Unica em t = 3, sob taxa de juros de 10%. Nesse caso R = R, =0, 4; =

—J1,A, = —J, e, aplicando a Defini¢do 3, a parcela final sera:
R; = (1+40,1)3 x $3000 = $ 3.993,00.

Essa configuracdo mostra inequivocamente a existéncia de anatocismo no SGA. Transpondo isso

para a apresentacdo candnica de um sistema de amortizagao, ter-se-ia, pois:

Tabela 2: Empréstimo Simples

Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento Saldo Devedor
Ae =R —J¢ | Jt =7 X P4 R Po=+7r)XP_1—R;
0 $3.000,00
1 $ (300,00) $ 300,00 S- $3.300,00
2 $(330,00) $330,00 S- $3.630,00
3 $3.630,00 $363,00 $3.993,00 S -

Nota-se que o saldo devedor vai contando juros sobre juros. Portanto, se na Tabela 1
aparentemente ndo havia anatocismo, na Tabela 2 é inequivoco havé-lo, usando a mesma
metodologia em ambos os casos. Importante observar ainda que o anatocismo ocorre mesmo sem

haver atraso do pagamento.

Note que sabemos que a amortiza¢cdo econdmica é $ 3 mil. Mas, a Tabela 2 sugere que a amortizacdo
contdbil, nesse caso, atinge $ 3.630,00. Isso d4 uma ideia na natureza distinta das amortiza¢des
contabil e econ6mica. Essa observacdo sera importante na Se¢do 4.2, em que se discute essa
incorporagdo de juros na amortizacdo contabil, razdo de tanta confusdo sobre a existéncia de

anatocismo no SGA.
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A Proposicao 2 ndo distingue as maneiras de se amortizar o financiamento. Logo, se neste ultimo
exemplo configura-se anatocismo usando o SGA, o anterior deve configurar também por usar
exatamente a mesma técnica de apuragdo, restando evidenciar o fenbmeno. De todo modo, a
conclusdo inequivoca é que existe anatocismo no SGA, configurando a primeira evidéncia do

fendmeno nos sistemas de amortizagcdo em que a Defini¢cdo 9 é valida.

4 SISTEMA DE MULTIPLOS CONTRATOS — SMC

O Sistema de Multiplos Contratos — SMC — foi, originalmente e independentemente, proposto por
De-Losso (2012) e Vieira Sobrinho (2012) em um contexto de pagamentos uniformes. Esta secdo

generaliza o conceito para o caso de pagamentos irregulares.

O SMC é uma forma conveniente de derivar o SGA (e o SACS também) a partir de conceitos
econdmicos fundamentais, aplicando-se o Principio da (ndo-)Arbitragem. Deve ser entendido como
ferramenta auxiliar para evidenciar os processos latentes aos sistemas de amortizacdo, os quais
camuflam sua natureza econ6mica mais primitiva. Por isso, o SMC tem uma funcdo andloga ao
conceito de utilidade que o economista usa para entender a escolha do agente, mesmo sabendo

gue o agente, de fato, ndo maximiza sua utilidade, até porque a desconhece.

A ideia é transformar um empréstimo convencional, com n pagamentos, em n empréstimos simples
como se fossem diferentes contratos. O fluxo de pagamentos ndo muda nem para o tomador nem
para o credor. Ademais, como o valor consolidado é o mesmo que no caso convencional, o saldo
devedor também ndo muda, ja que calculado pela Equacdo 4 no caso de capitalizagdo composta.
Dessa forma, pode-se dizer que os riscos da operagdo nao se alteram, nem sua natureza econémica
original, vez que a taxa de juros estd preservada. Apenas o arranjo formal é que muda
ficcionalmente. Por isso, ndo ha por que imaginar que a operacgdo seja essencialmente diferente do

caso convencional. Esquematicamente isso pode ser representado pela seguinte figura:




A partir disso, conhecida previamente a sequéncia de pagamentos {R;}7-;, por exemplo obtida via

SGA, define-se a sequéncia de amortizacdes econdmicas do SMC, At.

Definigao 12 — Amortizagao no SMC: Define-se a sequéncia de amortizagdes no SMC por:

Essa é a definicdo formal e geral para amortizagdo econdmica. Com isso, cada amortizacdo

corresponderd a um diferente contrato, da seguinte forma:

Equacgao 7:

1+nr?

Em que P, ;14 representa o empréstimo simples feito no periodo inicial a vencer no periodo j.
O anatocismo no SMC é auto-evidente em cada um dos contratos, pois da Equacgdo 7:
Re=Pyex(1+m)i =Py xQ+r)"" 1 +rx@A+nr)"txPy =4+

A segunda parcela da ultima igualdade representa os juros multiplicando o saldo devedor de
periodos anteriores ja capitalizados com juros. Portanto, os juros recaem sobre juros anteriores. A

primeira parcela é o saldo devedor acumulado até t — 1.

A partir disso, pode-se observar que a soma das amortiza¢Ges satisfaz simultaneamente a Definicdo

3 e a Definigdo 7:

n n

* A notagdo P, ; indica o saldo devedor na data t do contrato j. O maior interesse é entender esses contratos
quando t = 0.
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Nota-se que a soma de juros totais no SMC e no SGA sao idénticas, vez que os pagamentos sdo os

mesmos e o valor emprestado em ambos é o mesmo, conforme a Definicdo 1.

Conhecendo-se a sequéncia de pagamentos e amortizacdes, segue-se que 0s juros sao obtidos de
forma residual, aplicando-se a Defini¢do 2, que é o conceito mais primitivo de um empréstimo e que

é consistente com a Defini¢do 6:
J(t) =R¢ — Por = Ry — A, .

Por conseguinte, o que muda no SMC em relacao ao SGA é como se definem juros e amortizacgao,
permanecendo os demais elementos rigorosamente iguais, e a Definicdo 6 se mantém igualmente

respeitada.

Para ficar claro como funciona esse modelo, considere o exemplo SAC apresentado na se¢do 3.

Nesse caso, subdividem-se os trés pagamentos em trés contratos da seguinte forma:

.~ R'
Decomposigdo de Py, tal que Py ; = (1+—’r)]
Po1 Po2 Po3
$1.300,00 $1.200,00 $1.100,00
m = $ 1181,82 m = $ 991,74 m - $ 826,45;45

Esses mesmos pagamentos correspondem as amortizagdes do SMC. Logo, aplicando as

modifica¢Oes sugeridas pelo SMC, a Tabela 1 configura-se da seguinte forma.

20



Tabela 3: Exemplo SAC usando SMC

Periodo | Amortizacdo Juros Pagamento Saldo Devedor
At=L J@®) =R, — A, Ry Pe=Q+1r)xXP1—R;
1+
0 $3.000,00
1 $1.181,82 $118,18 $1.300,00 $2.000,00
2 $991,74 $208,26 $1.200,00 $1.000,00
3 $ 826,45 $273,55 $1.100,00 S-

Como se pode observar, o total de juros aumenta com os periodos, ainda que as presta¢des caiam.

Essa é uma constatagdo que contrasta com o que se observa na Tabela 1.

A seguir, demonstra-se formalmente a existéncia de anatocismo no SGA da seguinte forma:
Considerando-se que a sequéncia de pagamentos e saldo devedor é a mesma que a do SMC,
cabendo apenas reinterpretar como a amortizagdo e os juros sdo contados no pagamento, se ha

anatocismo no SMC, é forgoso inferir que existe 0 mesmo no SGA.

Proposicao 3: Considere o Sistema de Multiplos Contrato — SMC como um sistema de amortizagao

consistente, em que

Ry

Poj=t = A¢ = aTnr

Suponha que P, seja o valor financiado e que
Pt == (1+7")Xpt_1—Rt
seja o saldo devedorem t = 1, 2, ..., n. Entdo, sempre existe anatocismo no SGA.
Prova: Na Proposicao 2, verifica-se que:
t
P,=(1+1r)XPy—R, = (1+1)tx|P —ZL
t t—-1 t 0 - (1 + T')] .

]:

Pela Definicao 7, verifica-se:
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Por conseguinte:

n n
P =(1+7)tx ZA]- —ZA,. — 1+ x Z i
j=1 j=1 j=t+1
O saldo devedor na data t corresponde aos contratos a pagar capitalizados de maneira composta,
indicando anatocismo no SMC, o que ja era auto-evidente. Como os saldos devedores de SGA e SMC
sdo idénticos, é forcoso concluir que ha anatocismo no SGA, em funcdo de como os juros sao

calculados ali:

n n
Jo=7XP,_, :rx(1+r)t'1><Z/Tj =r><(1+r)t‘1><ZP0,j.
j=t j=t

Como o SGA inclui os sistemas de amortizacdo mais tradicionais pela Proposicdo 2, eis que fica
evidenciado o anatocismo nesse sistema. Esta é a segunda evidéncia de anatocismo e constitui a

prova formal de sua existéncia.

E inconsistente concluir pela inexisténcia de anatocismo no SGA e existéncia no SMC, quando ambos
sdo rigorosamente iguais, exceto na forma de definir juros e amortizagao. A questdo passa a ser qual
a natureza econdmica dos juros e das amortizagdes calculados no SGA e qual a conexao disso com

0 SMC. E o que as préximas se¢des discutem.

4.1 A CONEXAO ENTRE OS JUROS DO SMC E DO SGA

Se ainda ndo ficou evidente que ha anatocismo no SGA, considere a seguinte estratégia. Aplique o
SGA em cada um dos contratos do SMC, consolide esses contratos e constate que se retorna a
configuragdo original na versdo SGA. Assim, disseca-se a natureza econémica dos juros computados

nesse sistema — SGA — e se mostra a composicdo de juros periodo a periodo. E, por essa estratégia,
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verifica-se que inexiste atraso nos pagamentos, restando amortiza¢gGes negativas, o que permite

caracterizar o anatocismo.

Para entender melhor, considere o SAC da Tabela 1, mas decomposto em trés contratos,

correspondentes a cada pagamento como na Tabela 3. Aplicando o SGA a cada contrato verifica-se:

Tabela 4: Contrato P 4

Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento Saldo Devedor
At =R =]t | Je =17 X P Ry Po=1+47r)XP_1—R;
0 $1.181,82
1 $1.181,82 $118,18 $1.300,00 S-
2 $- $- $- $-
3 $- $- $- $-
Tabela 5: Contrato P,
Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento Saldo Devedor
At =R =]t | Jt =17 X P4 Ry Po=147r)XP_1—R;
0 $991,74
1 $(99,17) $99,17 S- $1.090,91
2 $1.090,91 $109,09 $1.200,00 S-
3 $- $- S- $-
Tabela 6: Contrato P 3
Periodo | Amortizacdo Juros Pagamento Saldo Devedor
At =R —J¢ | Je =17 X P4 R Po=1+47r)XP_1—R;
0 $ 826,45
1 S (82,64) $82,64 S- $909,09
2 $(90,91) $90,91 S- $1.000,00
3 $1.000,00 $ 100,00 $1.100,00 S-
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Observe, especialmente nas Tabela 5 e Tabela 6, que ha juros compostos. A seguir, observe que
consolidando a trés tabelas anteriores, somando-se as entradas correspondentes de cada uma

delas, resulta exatamente na Tabela 1.

A andlise do exemplo sugere o que acontece no SGA. Se os saldos devedores dos contratos
individualizados carregam juros compostos e, quando consolidados, geram exatamente o mesmo
resultado do SGA, é forcoso concluir que o SGA carrega juros compostos, cabendo a forma de obter

a amortizagdo e os juros desse sistema a origem da incompreensao.

Para entender melhor, calculam-se os juros periddicos de cada um dos contratos representados
pelo SMC, nos quais existe anatocismo. Os contratos ndo liquidados implicam amortizacbes
contdbeis negativas ao longo dos periodos, as quais sdo somadas a amortizacdo consolidada do
contrato que é liquidado, camuflando a natureza econdmica do que realmente esta acontecendo: a

amortizagao do pagamento que nao é liquidado é incorporada ao saldo devedor e capitaliza juros.

Por uma questdo de registro contabil, no montante de juros do SGA parte é antecipacdo de
contratos ou pagamentos com vencimentos futuros, gerando a base de tributacdo para fins de
imposto de renda em regime de competéncia (De-Losso, Giovannetti e e Rangel (2013) discutem as
implicacdes macroeconémicas desse fato), mas esses juros nado recebidos sdo incorporados ao saldo
devedor e sobre eles incidem novos juros. Esse ponto foi percebido por Gomes e Scavone Jr. (2001),
argumentando que o artificio dos credores é cobrar os juros antecipadamente na parcela vencida.
Como o saldo devedor do SGA e os juros ali contidos ndo sdo devidamente segmentados, cria-se a
falacia de que os juros ndo sdo compostos nesse sistema, pois o fenébmeno econémico do que

realmente esta acontecendo permanece oculto no SGA.

A conclusdo de que ha anatocismo nos contratos individuais, mas nao no sistema consolidado —
SGA, gera uma inconsisténcia logica a ser enfrentada, a saber: se as partes implicam anatocismo, e
se o0 todo é a soma das partes, por que o todo ndo implicaria anatocismo, se a metodologia do SGA

é exatamente a mesma em todas as situagées?

Para ver o que esta acontecendo, lembre que P; j, j = t € o saldo devedor do contrato j no periodo
t do SMC. Por certo, Pt_]- = 0,j < t. Como esses contratos sao pagos apenas na maturidade, o saldo

devedor de cada um deles é dado por:

Pt,j = (1 + T')t X PO,j'
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Defini¢ao 13 — Juros Periddicos no SMC: Considere os juros de cada contrato do SMC, aplicando-se

0 SGA. Definem-se os juros periddicos, J; ;, de acordo com o SGA:
]t’jlj 2 t=1rX Pt—].,j =r X (1 +T)t_1 X PO,_]
Nota-se em realidade, a caracterizacdo da incidéncia de juros em regime de competéncia.

Nessas condicdes, pode-se reforcar a Proposicao 3 com a seguinte:

Proposicdo 4: Considere cada contrato individual do SMC em regime SGA, tal que os juros periddicos

sdo dados por:
]t,jlj >t=rX Pt—l,j =rX (1 + T)t_l X PO,j'

Entdo, os juros do SGA correspondem a consolida¢do dos juros dos contratos individuais do SMC

que sdo capitalizados em forma composta. Isto é:

zn:]t,j =Jt
j=t

Prova: A prova é direta.

n n n
Z]t’j=r><(1+r)t‘1><2P0'j=r><(1+r)t‘1><Z/ij=
j=t j=t j=t

t_
=rx(1+nr)ttx|p -

J

=

R;

Atry =T XPq1 =]
1

Como os juros do SGA sdo parcelas de juros constituidos de forma composta, mais uma vez é forgoso
concluir pelo anatocismo no SGA, haja vista evidente que saldo devedor do SGA e os préprios juros

carregam em si capitalizacdo composta. Esta é a terceira evidéncia de anatocismo no SGA.

O que segue reconstrdoi o exemplo de SAC usando o algoritmo proposto. Em primeiro lugar, é

necessario encontrar os juros consolidados em cada periodo dos contratos do SMC, o que é feito na
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ultima coluna da decomposicdo de juros. Observe que a soma dos valores em coluna resulta nas

parcelas a serem pagas.

Tabela 7: Decomposi¢ao dos Juros

Valor Financiado: SMC
R
p,.=—7J
T A+
n
Po1 Po2 Po3 POZZ. Py,
Jj=1
$1.181,82 | $991,74 $ 826,45 $ 3.000,00
Decomposicao dos Juros
Jejlizt=rx @A +r)"1xPy;
n
Periodo Jea Jt2 Jt3 Je = ] t]t,j
J:
1 $118,18 $99,17 S 82,64 $ 300,00
2 S- $109,09 $90,91 $ 200,00
3 S- S- $ 100,00 $ 100,00
t
R =Py +Z. 1]j,t =Py, +](t)
]=
r = 10% Rl R2 R3
$1.300,00 | $1.200,00 | $1.100,00

A partir dessa tabela é possivel obter a Tabela 1, nela inserindo {J;}7=; e extraindo residualmente
dali a amortizacao contdbil dada pela diferenga entre pagamentos e juros.
Outra constatagdo é o entendimento sobre a diferenca fundamental entre J; e J(t); enquanto este

representa os juros acumulados até a data t, aquele representa a soma dos juros de cada contrato

na data t.

4.2 A CONEXAO ENTRE AS AMORTIZACOES DO SMC E DO SGA
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A Tabela 7 ajuda a entender a relagdo entre as amortiza¢des e juros do SGA e do SMC, observando-
se a coluna em que os juros sao consolidados a cada periodo, e a ultima linha em que cada prestacao
é obtida pela soma dos juros contdbeis apurados a cada periodo com o valor do principal. De fato,

sabendo que ambos os sistemas possuem exatamente os mesmos pagamentos, segue-se que:

n t
A+ =A+]1) > A, +Z]t'j = A, +Z]f't =
=

=t

Equacao 8
t n
Ay = At + Z]j,t - Z]t,j-
j=1 j=t

Verifica-se que o elemento J, ; € comum a ambos os somatdrios. Ademais, a Ultima igualdade mostra
gue a amortizacao contabil do SGA compreende a soma de trés objetos. O primeiro é a amortizacao
econdmica, A;. O segundo sdo os juros acumulados do pagamento a ser feito na data t e que
carregam a composicao de juros. Finalmente a terceira parcela corresponde a exclusdo dos juros
em t dos pagamentos ainda ndo liquidados. Assim, para a amortizacdo contabil do SGA
corresponder a econémica do SMC, seria necessario excluir-lhe os juros periddicos das parcelas
ainda a liquidar e incluir-lhe os juros periddicos anteriores a liquida¢do da parcela vencida em t. Essa
soma que explicita a verdadeira natureza das amortizagdes do SGA, como notado na Tabela 2.

E interessante verificar na Equacgdo 8 os dois casos extremosem quet = l et = n:

n n
t=1:4, = 141 +/11— Zh,j = Al - Zjl,j;
j=2

j=1

n n—1
t=n:d, =4, + Z]]n —Jan = An + Z]j,n'
j:l ]=1

Note que a amortizagdo contabil do primeiro periodo é menor que a amortizagdo econdmica da
mesma data, pois deduzem-se juros periddicos relativamente a outros contratos. Por outro lado, a
amortiza¢do do ultimo periodo é maior que a correspondente no SMC, pois embute em si juros de
periodos anteriores do contrato a vencer em t = n. Eis porque a amortizacdo do SGA estd
contaminada com juros “indevidos” a maior ou a menor computados nessa rubrica, quando essas
qguantidades deveriam estar apartadas da amortizacdo econOmica. E isso acontece porque o calculo
de juros do SGA é um registro contabil que inclui no inicio juros de pagamentos ndo liquidados e,

no fim, exclui o somatdrio dos juros do contrato que vence naquele periodo, porque foram contados
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anteriormente. Em outras palavras, hd um ajuste na amortizacdo do SGA em razdo da forma de
contabilizar juros por competéncia nesse sistema.

Com efeito, um fato notério do sistema Francés, em que os pagamentos sao uniformes, é que os
juros diminuem exponencialmente ao longo do tempo, enquanto a amortizagdo cresce
exponencialmente. Contudo, trata-se de uma constatac¢do anti-intuitiva, vez que pagamentos mais
demorados ensejam juros maiores.

A Equacdo 8 explica bem o que estd acontecendo, apesar de a amortizacdo econOmica estar
diminuindo exponencialmente, de acordo com o que se vé na primeira parcela. Conforme os
periodos passam, os juros acumulados crescem e os juros dos contratos a vencer diminuem, ou seja,
mais juros temporais sdo incorporados ao longo do tempo e menos juros de cada contrato sdo
subtraidos. Esse é, em esséncia, o truque contdbil para fazer desaparecer os juros periédicos e
capitalizados, de forma a sofismar a inexisténcia de anatocismo no SGA; na amortizacdo contabil
estdo embutidos juros que a esvaziam (no inicio do fluxo) ou a inflam (no fim do fluxo) em relacdo

a amortizagdo econOmica.

4.3 CONSTRUINDO O SGA A PARTIR DO SMC

Esta se¢do explica como obter o SGA a partir do SMC. Ela funciona para esclarecer o procedimento
de como sera obtido o Sistema de Amortizagdo em Capitalizagcdo Simples — SACS, que seguird os

mesmos passos.
Os passos serao aqui sistematizados da seguinte forma:

a. Defina o valor financiado, Py;
b. Defina o fluxo de pagamentos, {R;}7=,15;

c. Calcule ataxa de juros, r, implicita a esse fluxo de caixa usando a Definigdo 3;

R; ~
J — .
= 4;

d. Decomponha P, em n parcelas {POJ};I=1' com Py ; = Py

e. Calcule os juros de cada presta¢do da seguinte forma parat > 0:

15 Como j& foi mencionado, pode-se construir a sequéncia de pagamentos partindo-se da sequéncia de
amortizagdes do SGA.
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n t—1

R:

— - Ao— - J .

]t—TX(1+T)t1XZtAj—TX(1+T)t1X PO—Zlm,
J= J=

f. Determine a amortiza¢do contabil do SGA usando a Defini¢do 6:
At =R —Ji;

g. Obtenha o saldo devedor consolidado usando a Definicdo 3 ou Equacao 6:

P,=(1+1r)tx Z A =P, — A,
j=t+1
O passo e. corresponde ao procedimento representado na Tabela 7 onde se consolidam os juros na

ultima coluna. Os demais passos recuperam os resultados do SGA na representacao candnica.

5 SISTEMA DE AMORTIZAGAO EM CAPITALIZAGAO SIMPLES — SACS

Esta Secdo deriva o SACS a partir do SMC, de forma andloga a feita com o SGA na ultima Secdo. A
ideia é construir uma representacdo em capitalizagdo simples para servir como contrafactual ao
caso de capitalizagdo composta. Em outro artigo De-Losso e Santos (2023) formalizam e estudam as

propriedades desse modelo, inclusive a discussdo sobre data-focal.

Inicialmente consideram-se n contratos individuais, o valor emprestado e uma sequéncia de
pagamentos; e, a partir desses elementos, calculam-se os juros individuais periddicos como em
empréstimo simples. Em seguida, consolidam-se os juros periddicos, obtendo-se a amortizagdo
residual pela Definigdo 6. Quanto ao saldo devedor resultante, ele é obtido com a féormula ja

derivada na Equacgdo 6.

Importante observar que a Equacdo 4 ndo funciona em capitalizacdo simples, como ficara claro em
seguida. As se¢Oes seguintes caracterizam os elementos principais do SACS, culminando com a

proposi¢cdo que demonstra a consisténcia do SACS.

O modelo geral que segue é naturalmente mais intuitivo que o de Lachtermacher e de Faro (2022)
e de implementacdo imediata em razao de sua similaridade com SGA, sendo q discussao sobre

datas-focais é esbogada na 7. Convém antecipar que esta se¢do apresentara ainda uma versdo de
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implementa¢do usando a decomposi¢cdo de juros oriunda do SMC. Esse passo fundamenta o
procedimento da Se¢do 6, o qual usa uma maneira recursiva geral de construir o sistema de

amortizacdo muito préximo da representag¢do canonica.

5.1 FUNDAMENTOS DO SACS

No caso do SACS, é preciso usar capitalizacdo simples. Assim, é necessario aplicar as ideias do SMC,

considerando cada contrato em capitalizagdo simples.

Definicao 14 — Amortizagao no SACS: Define-se a sequéncia de amortizagdes no SACS por:

O @+jxr) T

Adiante, deve-se provar que a condicdo de consisténcia da Definicdo 7 é satisfeita.

5.2 SALDO DEVEDOR

O propésito desta se¢do em caracterizar, por analogia ao SGA, os elementos do SACS.

Definigao 15 — Saldo Devedor no SACS: Define-se o saldo devedor do SACS em capitalizagdo simples

por:

n t
Pl=(1+txr)x z Aj:(1+txr’)x<P5—Z Aj>.

. j=1
j=t+1 ]

Note a similaridade de construcao com o SGA, exceto pelo regime de capitalizacao.
Agora, considerando tratar-se de capitalizacdo simples, convém definir o calculo dos juros nessa

condigao.
5.3 JUROS PERIODICOS
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Definig¢ao 16 — Juros Periddicos no SACS: Considere os juros de cada contrato do SMC. Definem-se

0s juros periddicos, ]J’v't, como:
! . — Al !
Jejlizt=71"%XPy;.

A partir disso, a consolidacdo dos juros no SACS é dada pela soma dos juros periédicos:

n
o qr
VARY:
j=t
Isto é:
n n n t—-1
o I A 4 I n . 14
z]”_ XZPOJ—rXZA]—rX Po— ) A |=];
j=t j=t j=t j=1

Mais uma vez, note a similaridade de construcdo com o SGA, exceto pelo regime de capitalizacao.

5.4 CONSTRUINDO O SACS A PARTIR DO SMC

O procedimento a seguir aplica a mesma légica da derivagao do SGA e concebe o SACS. Na Se¢ao 6
os procedimentos serdo consideravelmente simplificados. Como uma discussdao mais formal do
procedimento estd em De-Losso e Santos (2023), o propdsito desta secdo é dar uma primeira
intuicdo dos passos a seguir, considerando capitalizacdo simples, para fins de construir um

contrafactual ao caso composto:

a. Defina o valor financiado, Py = Py;
b. Defina o fluxo de pagamentos, {R;}{;

c. Calcule a taxa de juros, r’, implicita a esse fluxo de caixa, usando a Definicdo 4;
Rj
A+jxrh

n ~
d. Decomponha P, em n parcelas {Pé.j}j=1' com P(;’j = = A]-;

e. Calcule os juros de cada prestacdo da seguinte forma:
t-1

n
1o A‘_ ! PI_ A‘ .
]t—rx j—TX 0 R
j=t J

—1
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f. Determine a amortizagdo contabil usando a Definicdo 6:
Ay =R —Ji;
g. Obtenha o saldo devedor consolidado:

n
Pl=(1+txr)x Z A =Pl — A}

j=t+1

As mesmas observacdes da Secdo 4.3 se aplicam aqui. Além disso, esse algoritmo precisa satisfazer

a condigdo de consisténcia, a saber, B, = 0

Proposi¢ao 5: Seja

n

Pl=(1+txr)x Z A
j=t+1
e
A;f =R —fé'
entdo o SACS é consistente.
Prova: Primeiro, demonstra-se que
n
(1+txr)x Z A; =Pl — AL
j=t+1

De fato'®:
n n n
Pla=(+E-Dx) Y A=A+exr) Y A=r'x Y dje
j=t j=t j=t
n
—A;= —R;+ ], = —(1+txr’)At+r’><ZAj
j=t

Somando-se —A; a P{_;:

16 Os autores agradecem a Renato Santos por oferecer essa demonstracio.
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n
114—A;=(1+txw)25,@

j=t+1

Agora, considere
t
r o __ ! r ! ! r __ — ! A
PL= Py = Ay =Pl = Ay~ A== Pi= ) A
j=1

Para verificar a consisténcia, quando t = n, encontra-se pela Defini¢ao 4:

n
P, =P6—ZA]’- = 0.
j=1

No que segue, reconstrdi-se o exemplo da Tabela 1, usando o valor emprestado e fluxo de

pagamentos. Para esse fim, deve-se achar a taxa de juros implicita a esse fluxo de caixa, isto é:

P, = En Re
o~ 14+txr”
t=1

Resolvendo isso por métodos numéricos, encontra-se a taxa r’ = 10,60%. A seguir, aplicando-se o

algoritmo, é necessario encontrar os juros consolidados em cada periodos dos contratos do SMC.
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Tabela 8: Decomposigdo dos Juros — SACS

Valor Financiado: SMC
pl=— B 1060%
O+ jxr)’ ’
n
P6,1 Pé,z P6,3 Pozz, Po,j
j=1
$1.175,38 | $990,06 S 834,55 $ 3.000,00
Decomposicdo dos Juros
]{Ly_ll-] >t= r' % P(;,]
n
Periodo ]£,1 ]é,z ]£,3 Ji = ] t]t,j

J=

1 $124,62 $ 104,97 S 88,48 $ 318,07

2 S- S 104,97 $ 88,48 $193,45

3 S- S- $ 88,48 $ 88,48

t
R; =Py, +Z, 1]],',t =Py +]'(®)
J:
Ry R, R3
$1.300,00 | $1.200,00 | $1.100,00

Agora, pode-se construir a representagao candnica de um sistema de amortizagdo em capitalizagao

simples, transpondo os juros consolidados, {J{}}~, obtidos na tabela anterior.

Tabela 9: Consolidando os Multiplos Contratos em SACS—r’' = 10,60%

Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento | Saldo Devedor
At =Re— ]t Ji R P{ =P, — At
0 $3.000,00
1 $981,93 $318,07 | $1.300,00 $2.018,07
2 $1.006,55 | $193,45 | $1.200,00 $1.011,52
3 $1.011,52 $88,48 | $1.100,00 S -
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Comparando a Tabela 9 com a Tabela 1, pode-se concluir que, ajustado pela taxa de desconto ao
mesmo fluxo de pagamentos, os juros totais sdo iguais. Além disso, em capitalizagdo simples, o saldo
devedor é tal que P{ > P, t =1,2,...,n — 1.

O SACS é a quarta evidéncia de que existe anatocismo no SGA; caso contrdrio, a dindmica de juros
e das amortizacGes deveria ser a mesma que no caso composto. Por conseguinte, verifica-se no

SACS que:

!
¢
r'# =
t—1

O importante dessa observacdo é que, mesmo o valor total dos juros sendo igual no sistema de
capitalizacdo composta e no simples, a relagdo periddica entre juros e o saldo devedor é constante
naguela, mas varia nesta. Portanto, um elemento caracteristico da capitalizacdo simples é que nao
vale a relagdo tipica de juros e saldo devedor anterior observada no SGA, constituindo mais uma
evidéncia contra o argumento retdrico de capitalizagdo simples desse sistema de amortizacao.

Se fosse utilizada a mesma taxa de juros do sistema em capitalizacdo composta, ficaria a divida
sobre como decompor Py. Uma forma de resolver é assumir P(;J- = P, j do SGA e aplicar a taxa sobre
esse valor contratado. Esse procedimento tem o inconveniente de mudar o valor periédico da

amortizacdo contdbil'’. Nesse caso, calculam-se os juros da seguinte forma:

17 Essa dificuldade é superada na Secdo 6.1.
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Tabela 10: Decomposi¢ao dos Juros

Valor Financiado: SMC
ple B 1009
0T (14 xr)’ ’
n
P6,1 Pé,z P6,3 POZZ, PO,j
j=1
$1.181,82 $991,74 $ 826,45 $ 3.000,00
Decomposicdo dos Juros
]tl-,jl_] >t= r' % P(;,]
n
Periodo ]£,1 ]£,2 ]£,3 Ji = ) t]t,j

]=

1 $118,18 $99,17 $ 82,64 $ 300,00

2 S- $99,17 $82,64 $ 181,82

3 S- S- $ 82,64 $ 82,64

t
R; =Py, +Z, 1]],',t =Py +]'(®)
]:
Ry R, R3
$1.300,00 | $1.190,08 | $1.074,38

Note que os contratos tém o mesmo valor presente em capitalizagdo composta e simples,
comparando-se as Tabela 7 e Tabela 10.

Agora constrdi-se o a representacdo canonica de sistema de amortizacdo a partir desses dados,
transpondo os juros, {J{}7=1, e o fluxo de pagamentos da dltima linha, {R,}[-, para a Tabela 11, de

modo que se obtém a amortizagdo por residuo e o saldo devedor correspondente:
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Tabela 11: Consolidando os Multiplos Contratos em SACS —1' = 10,0%

Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento | Saldo Devedor
(=Ri—Ji| i R | Pl=Pl,—A
0 $3.000,00
1 $1.000,00 | $300,00 | $1.300,00 $2.000,00
2 $1.008,26 | $181,82 | $1.190,08 $991,74
3 $991,74 $82,64 | $1.074,38 S-

O que se observa é que os juros totais pagos sdo S 35,54 menores que os juros da Tabela 1. Isso é
aferido consolidando-se a diferenga de cada uma das parcelas em relagdo as parcelas originais. De
gualquer forma, definida a mesma taxa de juros para um dado valor emprestado, o regime de

capitalizacdo simples, como se sabe, gera menos juros que em capitalizacdo composta.

6 SACS TURBINADO

O modelo proposto para o SACS pressupde que é dada a sequéncia de pagamentos. Esta secdo
estuda outras situagBes de interesse, cuja caracteristica comum é a omissdao da sequéncia de
pagamentos, mas sdo dados a taxa de juros, ', e o valor emprestado, P; . A primeira situagdo ocorre
quando é dada a sequéncia de amortizagdes contdbeis, {A;}{—;, € é necessario determinar os
pagamentos consistentes com essas amortiza¢des. A segunda situacdo é quando se deseja que o
pagamento seja uniforme sob capitalizacdo simples. A solucdo de ambos os casos requer a

caracterizagdo de um problema de otimiza¢do, como se vera.

Esse problema de otimizagdo, por sua vez, gera uma equagao recursiva para se calcularem os juros
consolidados andloga ao caso SGA. Como resultado, é possivel construir um sistema de amortizacdo
em capitalizagdo simples com a representacdo candnica aproximada, de modo que a se¢do conclui
apresentando a versdo mais operacional do SACS, prescindindo da decomposic¢do periddica de juros
para conceber resultado da secdo simplifica

o sistema de amortizacdo. Portanto, o

consideravelmente os procedimentos para construir o SACS
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6.1 SEQUENCIA DE AMORTIZAGOES CONTABEIS

Imagine que é dada uma sequéncia de amortiza¢des contdbeis, {A;}/=,, o valor a ser emprestado,
Pj, e a taxa de juros em capitalizagdo simples, r’. O problema agora é encontrar a sequéncia de
pagamentos consistente com esses dados. Nessa situacdo o algoritmo proposto na Secdao 5 nao
funcionara, mas a construcao dos passos ali sugeridos é mandatdria, desde que se promovam

algumas adaptacdes no algoritmo e se resolva um problema de otimizacao.

Para entender como funciona a adaptacdo quando as amortiza¢des sdo dadas, lembre-se de que os
juros da representacdo canOnica sdo obtidos pela diferenca dos pagamentos e amortizacdes pela
Definicdo 6. Ao mesmo tempo, pode-se usar a tabela de decomposi¢ao de juros, para obter os juros
periodicos a partir de R;. Os juros calculados pelos dois procedimentos precisam ser iguais, satisfeito
o valor presente do empréstimo contratado. Segue-se, assim, a maneira para encontrar a sequéncia
de pagamentos que iguala os juros nos dois procedimentos. Em outras palavras, a ideia é encontrar
exatamente a sequéncia de pagamentos tal que, se aplicado o modelo desenvolvido na Secdo 5,
resulta nos mesmos juros e nas mesmas amortizagées contabeis que foram usadas como entrada

para o algoritmo que serd apresentado aqui.

Ou seja, usando as tabelas anteriores como inspiragao, a ideia é igualar os juros dados pela tabela

de decomposicao dos juros e pela representa¢ao candnica, adotando-se os seguintes passos:

a. Defina o valor financiado, Pg;
b. Defina a sequéncia de amortizagdes contabeis, {A;}7=1;

c. Defina o valor inicial do fluxo de pagamentos, {R{}{~,, 0 qual pode até ser constante;

!
Rj

j= aipah oriundas do valor inicial arbitrado;

r " ’
d. Encontre as parcelas {POJ-}]_:l, com P}

e. Calcule os juros contabeis de cada prestacdo da seguinte forma:
Jt =Ri—Ag
f. Obtenha o saldo devedor consolidado:
P{=P{_1— A
g. Calcule os juros econdmicos das parcelas decompostas por

Jijlizt=1"%xPgy;;
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h. Consolide esses juros em:

n
Je=) Jiys
j=t

i. Resolva o seguinte problema de otimiza¢3o®®:

n
. A 2 . .
min Z(]{ —Ji)" sujeitoa
=1

(R}
n
=1

j. Obtenha agora as parcelas consistentes com esses juros decompostos por

t
—_ ! ! — ! !
Ry =P + Elj,t = Pos +]'(2).
j=1
A ideia aqui é que, por construcdo, os juros econdmicos consolidados por periodo, obtidos por
decomposicdo de cada parcela, sdo iguais aos juros contdbeis na representacdo candnica. Desse
modo, busca-se justamente encontrar a sequéncia de pagamentos que resulte nessa igualdade,

produzindo-se o fluxo de amortiza¢do desejado.

Isso permite, ainda, comparar duas solugdes possiveis sobre como reconstruir um sistema de
amortizagdo em capitalizagdo simples a partir de um contrato em SGA e obter o diferencial de
pagamentos feitos: A primeira solugdo estd na Se¢do 5.4, considerando como dadas as amortizagdes
econdmicas, obtidas aplicando-se a técnica sugerida pelo SMC; a segunda estd nesta se¢ao em que

sdo dadas as amortizagdes contabeis.

O exemplo a seguir ilustra o procedimento. Imagine que as amortizagdes contdbeis de um
empréstimo de $ 3.000,00 sejam constantes a uma taxa de juros de 10% e pago em trés vezes. Ache

0s pagamentos consistentes com essas parcelas.

Montando o problema de otimiza¢30'®, encontram-se os seguintes resultados:

18 A minimizacdo da diferenca absoluta também é possivel.

19 Aqui, usou-se o Solver do Excel para o problema. A planilha pode ser enviada a quem pedir por e-mail. Ndo
se testou a hipdtese de usar a ferramenta num caso de centenas de prestacées. Pode ser necessario
programar o procedimento, usando R, por exemplo.
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Tabela 12: Decomposi¢ao dos Juros

Valor Financiado: SMC
R.

P, =—2— r'=10,09
0T aHjxry %
n
Py, Py, Py 3 PO:Z, Py,
j=1
$1.181,82 | $984,85 | $833,33 $3.000,00

Decomposi¢ao dos Juros

Jijlizt=1"XPy;

n
Periodo ]£,1 ]£,2 ]£,3 Ji = ) tjé,j
]=
1 $118,18 $98,48 $83,33 $ 300,00
2 S - $98,48 $83,33 $ 181,82
3 S - S- $83,33 $83,33

t
Re=Pet ) Jju=Pout]'®
]=

Ry R, R3
$1.300,00 | $1.181,82 | $1.083,33

Agora constréi-se o a representagdo candnica de sistema de amortizagdo a partir desses dados,
transpondo os juros, {J{}7=1, e o fluxo de pagamentos da ultima linha, {R;}[=,, para a Tabela 13, de

modo que se obtém os juros por residuo e o saldo devedor correspondente:
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Tabela 13: Consolidando os Multiplos Contratos em SACS -’ = 10, 0%

Periodo | Amortizagdo Juros Pagamento | Saldo Devedor
A, |Ji=Ri-A;| R |P=P,—4
0 $3.000,00
1 $1.000,00 $300,00 $1.300,00 $2.000,00
2 $1.000,00 $181,82 $1.181,82 $1.000,00
3 $1.000,00 $83,33 $1.083,33 S -

Por certo, os juros residuais da Tabela 13 tém que ser iguais aos juros obtidos na Tabela 12. E segue-

se que essa forma de resolver é mais proxima do ideal da sentenca judicial.

Comparando a Tabela 13 com a Tabela 11, os juros totais aumentam de $ 564,46 para $ 565,15. Ou
seja, no exemplo SAC-SACS, essa forma de calcular é ligeiramente menos favoravel ao devedor. Em
ambos 0s casos, 0s juros sdo menores que no caso de capitalizacgdo composta, apresentado na

Tabela 1.

O problema de otimizacdo pode ser caracterizado por suas condi¢des de primeira ordem e indica

uma forma mais direta de compor o SACS.

Proposi¢do 6: Suponha um empréstimo, Py, a taxa de juros r’ e uma sequéncia qualquer de

amortizagBes contabeis, {A;}7—;, e sejam os juros dados por
Jt =R — Ay

Considere a decomposi¢do periddica de juros dada por

n
Tro_ 1 14
Ji=71 XZPOJ'
j=t

Sabendo que os juros periddicos consolidados e contdbeis devem-se igualar, entdo a sequéncia de

pagamentos consistente com essa hipdtese é dada por

Equagao 9
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t—1 ,

R R'
= S E— Xy —F _t>1
Re=Ac+7x|Po— Z(1+r X j) = At Z(1+r xj)’ .

sendo
Ri =A +71' XPy.

Prova: Considere o problema de otimizacao:

min Z(f{ —]{)2 sujeito a
{ t}t=1 t=1

I

n
Z 1+r><])

A minimizacdo ocorre quando os juros contabeis se igualam a decomposicdo de juros periddica
consolidada. Analiticamente, os argumentos da funcdo objetivo sdo lineares, portanto o problema

é bem definido, de modo que as condicbes de primeira ordem geram o resultado requerido.

Nesse problema cada pagamento é a amortizagao contabil somada aos juros em capitalizagao
simples que recaem sobre o valor do empréstimo original liquido das amortiza¢gdes econémicas dos
contratos ja encerrados em t, ou seja, sobre o valor presente das parcelas ainda a vencer. Na pratica,

como o algoritmo é recursivo, é necessario compor a base de juros pelo fluxo a pagar da divida em

!

R
valor presente, D; = (Pé — 5;} (1+rij)>,t > 1, com D; = P}.

Comparando as formas de obter os juros consolidados em capitalizagdo simples e composta. Neste

0 caso, a Proposi¢cdao 2 mostra que:

t—1.
=rx(1+r)tx Y P.=rxA+7r)1x| P — Py: |=1rxP._,.
t 0, 0 0,j t—1

j:t ]=1

Considerando que a concep¢do econdémica para a obtencdo dos juros é analoga ao caso de

capitalizagdo composta, no caso do SACS verifica-se que:
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n t—1
Ji=7' XZP(;J . Pé—ZPé_]. = ' %D,
j=t j=1

em que

t—1
D, =P} — ZP(;J.
=1

A outra constatacdo é que a Equacgdo 9 pode ser usada para encontrar as amortizagdes contabeis,
guando é dada a sequéncia de pagamentos, simplificando a construcdo da representag¢do canénica
do sistema de amortizagcdo, pois a decomposicdo dos juros periddicos torna-se ociosa. Contudo,
diferentemente do caso de capitalizacdo composta, em vez de se construir o saldo devedor, deve-
se construir de forma auxiliar o valor liquido da divida ainda a pagar, D;. A proxima se¢do usa essa

técnica para construir o sistema de amortizagdo.

6.2 PAGAMENTOS UNIFORMES

Imagine que sdo dados o valor a ser emprestado, Py, e a taxa de juros em capitalizagdo simples, 7/,
e se pede qual o pagamento uniforme consistente com esses dados. Nessa situagcdo o modelo
proposto nao vai funcionar, mas a constru¢ao dos passos ali sugeridos é mandatdria. Nessa
condigdo, é preciso promover algumas adaptagdes nos procedimentos para resolver o problema de
otimizagdo. A ideia é, usando as tabelas anteriores como inspiragdo, encontrar os pagamentos

uniformes que, trazidos a valor presente, resultam no valor emprestado:

a. Defina o valor financiado, Pg;

b. Defina arbitrariamente o pagamento uniforme, {R'}7-;;

RI

c. Defina o valor presente das n parcelas por P(;J- = m;

d. Agora resolva o seguinte problema de minimiza¢do, de acordo com a Definicdo 4:

2
n
. ! !
mR}n Po_zpo,j R
j=1

e. Reconstrua as tabelas agora, sabendo o pagamento que satisfaz o problema.
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A solucdo do problema é trivial e dada por:

em que

n
B=) e
T Lrexy
o] 1+txr)
O exemplo a seguir ilustra o procedimento desenvolvido ao final da Se¢do 6.1.

Imagine que um empréstimo de $ 4.400,00, pagos em quatro parcelas uniformes a uma taxa de
juros de 10%. Ache os pagamentos consistentes com essas parcelas. A seguir constrdi-se o sistema

de amortizacgao.

Calculando-se B, obtém-se:

B i—l 3,225041 = R = — 200 $1.363,94
— = >R = = . .
LiA+tx01) 7 3,225941 ’

Segue-se que o sistema de amortizacdo sera dado por:

Tabela 14: Consolidando os Multiplos Contratos em SACS —1' = 10%

Periodo | Amortizagao Fluxo a Pagar® Juros Pagamento | Saldo Devedor
t—1
12 12 _ 12 R] 1_ o0 P(; I __ lJ !
At =R—-]J; Dt—Po_.lm Je=1" XDy R=§ Pe =P —A;
]=
0 $ 4.400,00
1 $ 923,94 S 4.400,00 $ 440,00 $1.363,94 $ 3.476,06
2 $1.047,94 $3.160,05 $316,01 $1.363,94 $2.428,12
3 $1.161,60 $2.023,43 $202,34 $1.363,94 $1.266,52
4 $1.266,52 S 974,25 $97,42 $1.363,94 S -
2D, =P}
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A inspecdo da Tabela 14 deixa evidente que o saldo devedor ndo se confunde com o valor
descontado dos fluxos a pagar. Isto, em verdade, acontece no SGA, devido a capitalizacdo ser

composta.

7 DATA-FOCAL

A capitalizagdo simples impede a cindibilidade da taxa de juros. Por essa caracteristica, um
pagamento futuro descontado a uma data intermediaria é desigual do valor presente desse mesmo
pagamento capitalizado a essa data intermedidria. Para ver isso matematicamente, imagine um
pagamento na data t, descontado a data 0 < k < t e verifique que o resultado apurado difere se
este pagamento é descontado a data inicial e depois capitalizado até a data k:

Ry
X(1+rxk)=+

— t
PN X X X — .
T+rxt 1+rx(t_k)=>(1+r K)X[1+rx(E—k)]+@+rxt)

A capitalizacdo composta, por sua vez, carrega em si a propriedade de cindibilidade, haja vista que:

R;

R
m)((1+7')k_ :

T (A 4r)tE

Isso sugere uma situagdo conhecida como data-focal no caso de capitalizagdo simples, em que o

ajuste de valores de um sistema de amortizagdo é feito numa data diferente da data inicial.

A mudanca da data-focal pode ocorrer quando uma das partes acha que o contrato que assinou
precisa ser reequilibrado seja porque a capitalizagdo de juros deve ser simples, e ndo composta
como costuma ser contratado, seja porque houve outro fato que requer a renegociagao do que fora

originalmente acordado.

Pare entender melhor, considere a definicdao de data-focal a seguir:

Defini¢do 17 — Data-Focal: A data-focal, k, de um sistema de amortizacdo em capitalizagdo simples

é aquela em que se verifica:

Rt
x (t—k)

k
Pox (147" xk) =

n

Rlx ! _

Ux 147 x (k t)]+21+r,
t=k+1

t=1
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De-Losso e Santos (2023) sugerem-se duas possiveis solucdes para o problema, mantendo o SACS
inalterado. Essas solugdes estao sinteticamente esbocadas no Apéndice deste artigo, nas Se¢ao 10.2
e Secdo 10.3. As solugbes permitem que o SACS para diferentes ou simultaneas datas-focais,

generalizando o procedimento de Forger (2009).

8 CONCLUSAO

Este artigo desenvolve o Sistema Geral de Amortizacdao — SGA —, o qual inclui os tradicionais sistemas
Americano, Sistema de Amortizacdo Constante — SAC —ou Hamburgués e o Sistema Francés ou Price.

Ha duas razbes para essa generalizagdo:

i. Dada a sequéncia de amortizagdes, {A;}{—;, podem-se construir os pagamentos
correspondentes a partir da taxa de juros, r, do valor emprestado, P, e da forma de calcular
juros periddicos, J; = r X P;_q, em que P; é o saldo devedor em t;

ii. Mostrar que existe anatocismo no SGA no caso de empréstimo simples.

Em seguida, com um argumento de ndo-arbitragem, transforma-se um contrato de empréstimo de
n pagamentos em n contratos de pagamentos simples, cada um vencendo conforme o prazo
previsto no contrato Unico original. Trata-se do Sistema de Multiplos Contratos — SMC —, cujo mérito
é deixar explicita a existéncia de anatocismo nas parcelas individualizadas. A partir do SMC, é
possivel reconstruir o SGA, conhecendo-se a sequéncia de parcelas, {R;}{—,, dali originadas, mas
mudando a interpreta¢do de amortizagdo e juros para sua definigdo econdmica mais primitiva. Trés

sdo as conclusdes desse exercicio:

a. Se existe anatocismo no SMC, é forgoso concluir o mesmo para o caso do SGA,;

b. O SGA inclui juros de pagamentos futuros a cada periodo, ainda ndo liquidados, em forma
de competéncia, de modo a tratar-se mais de um registro contabil do direito a juros do que
seu recebimento;

c. Paraque osistema de amortizagao fique consistente, deduzem-se da amortizagao periddica
os juros havidos por competéncia, ocultando a natureza econ6mica de composic¢ao de juros

do sistema e criando-se a amortizagdo contabil.
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A partir das constata¢des anteriores, combina-se o SGA com o SMC, para entender a natureza
econdmica dos juros de cada pagamento e descobre-se que os juros do SGA refletem exatamente a

dindmica de juros do SMC, confirmando a existéncia de anatocismo do SGA.

Essa combinagao de técnicas inspira a criagdo do Sistema de Amortizagdo em Capitalizagdao Simples
— SACS. Usando a decomposicdo de pagamentos sugerida pelo SMC, o cdlculo de juros em
capitalizacdo simples e a reconstrucdo do sistema de amortizagcdo como feito para o SGA, define-se
um modelo para encontrar o SACS combinando-se a tabela de decomposicdo de juros com a

representacdo candnica.

Finalmente, encontra-se uma maneira recursiva de se calcular os juros em SACS, andlogo a
capitalizacdo composta e que leva diretamente a construcdo da representacao candnica. Isso é feito
por meio de um problema de otimizagdo, inspirado na modelagem SMC/SACS, pela qual os juros

consolidados da tabela de decomposicao devem-se igualar com juros da representacdo candnica.

No melhor do conhecimento dos autores, trata-se de resultado inédito e original, que ainda tem o
mérito de permitir a comparacdo direta entre o SGA e o SACS, ficando evidente que existe

anatocismo no SGA, ja que inexiste no SACS, até porque neste, J; # 17 X P,_;.

O Apéndice sistematiza a modelagem desenvolvida neste artigo passo a passo. Aqui segue um

resumo em palavras.

a. Se forem dadas a sequéncia de pagamentos e o valor emprestado, é possivel encontrar a
taxa de juros compativel com o tipo de capitalizagao;

b. Se forem dadas a sequéncia de pagamentos e a taxa de juros, é possivel encontrar o valor
emprestado compativel com o tipo de capitalizagao;

c. Se for dada a sequéncia de amortiza¢gdes contdbeis ou econdmicas, é necessario que seja
dada também a taxa de juros para que seja possivel encontrar a sequéncia de pagamentos
compativel com o tipo de capitalizacdo;

d. A representacdo candnica do SACS requer uma coluna auxiliar para os juros, a fim de se
calcular os juros sobre as prestacGes ndo pagas descontadas a data do mutuo;

e. E possivel generalizar o SACS para uma data-focal k > 0, com a vantagem de manter a

consisténcia econémica do modelo do ponto de vista da data-focal original.
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A coluna auxiliar é possivel tanto em capitalizacdo composta como em capitaliza¢do simples, ja que
se conhece a regra de formacgdo dos juros. No caso de capitalizagdo composta isso é dado pela

Equacdo 5; no caso de capitalizacdo simples, pela Equacdo 9.

Em todos os casos, podem-se decompor os juros por periodo e por pagamentos (ou contratos) para

entender como se obtém os juros consolidados da representagao canoénica.

Em todos os casos, é possivel estabelecer uma analogia entre o SGA e o SACS, merecendo destaque
a forma de obter os juros em cada caso, justamente porque o anatocismo sé ocorre naquele, mas

nao neste sistema de capitalizagao.
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10 APENDICE

10.1 QUADROS SINOPTICOS

Dado o que se viu, pode-se enunciar um algoritmo geral para qualquer sistema de capitalizacdo. E

0 que esta se¢ao se propoe.

Todo sistema de amortizacdo, seja com capitalizacdo composta ou simples, devera seguir os

mesmos passos para sua construcdo. Isso assegura que o plano de pagamentos assim construido é

de fato um sistema de amortizagdo tipico. Entdo, considere o seguinte algoritmo:

Defina o regime de capitalizacdo: simples ou composta.
Defina o valor financiado, P, e o fluxo de pagamentos, {R;}7-1;
a. Defina ataxa de juros, r our’, e o fluxo de amortizagdes, {A;}1=,
Calcule a taxa de juros implicita a esse fluxo de caixa, conforme o regime de capitalizacao,
r (composto) pela Definicdo 3 ou r' (simples) pela Defini¢do 4;
a. Obtenha a sequéncia de pagamentos usando a Definicdo 6 combinada com a
Equacdo 5 ou a Equacdo 9, a depender do regime de capitalizagao;

n
Decomponha P, em n parcelas {Po'j}j—l' tal que Py = Z}’zlPOJ-, com Py ; = d;j X Rj, em

que d; é o fator de desconto definido da seguinte forma

1 . . ~
—(1 n T)f ,Se capltahza(;ao composta; ou
PRIV italizacdo simples;
1+ T" Xj Se capltallzac¢ao simples

Consolide os juros de cada contrato ou prestacdo a cada periodo da seguinte forma:

n
rx (1+r)t1x z Py j = r X P,_4,se capitalizagdo composta; ou

j=t
Je = n -1
r’ X Z Pyj=1"X|Py— Z Py j |, se capitalizagdo simples;
j=t j=1

Determine a amortizacdo usando a Definicdo 6:

A¢ =Ry — i
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vii. Calcule o saldo devedor, P;, em cada instante de tempo, tal que

n
Py = fi X Z Poj = Pi_q — Ay,

j=t+1
em que f; é o fator de atualizagdo definido da seguinte forma:

(1 + )%, se capitalizagido composta; ou
1+ r' X t, se capitalizagdo simples.

-]

Pode-se observar como o saldo devedor é capitalizado de forma composta no primeiro caso e de

forma linear no segundo caso.

A existéncia do fator (1 +7)!"! no calculo de juros no caso composto indica a existéncia de
anatocismo, enquanto a falta desse fator no segundo caso indica sua ndo incidéncia. Logo, ndo é
porque os juros recaem sempre sobre o saldo devedor anterior que se prova a inexisténcia da
propriedade. E preciso dissecar o que esta contido no saldo devedor para entender plenamente do

que se trata.

A seguir encontram-se tabelas-sintese dos algoritmos desenvolvidos aqui para cada tipo de

capitalizagao.
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Tabela 15: Formulas para determinar um sistema de amortizagdo, dado o fluxo de pagamentos

Capitalizacdao Composta: SGA Capitalizacao simples: SACS
Valor financiado P, Py
Fluxo de caixa {R. I, {R. -1
Taxa de juros r r'
D igo do valor financiad P il P il
ecomposi¢do do valor financiado = =
posi¢ 0% T A +r) T 141 %
n
Jo=rx A+ x Y Py = R
Juros — Ji=T1 szoj
j=t '
j=t
=rXxXP_4
Amortizagao A =R, —]; A; =R, —Ji
n n
P=(+n)x ) By Pi=(L+1'x0)% ) Phi=
Saldo Devedor f=rrt] i
=P, -4 =P, — A

Convém apenas pontuar que o valor financiado e o fluxo de caixa das colunas coincidem. O restante

das varidveis é diferente, dai o apdstrofo para indicar esse fato. Entretanto, o total de juros pagos

em ambos os regimes é o mesmo, visto que valor financiado e parcelas sdo iguais.

Tabela 16: Formulas para determinar um sistema de amortiza¢do, dado o fluxo de amortizagées

Capitalizagdo Composta: SGA

Capitalizagao simples: SACS

Valor financiado Py P,
Fluxo de amortizagdes {A 3, {A

Taxa de juros r r

' ! -1_R;

Juros Je=1rXP, femr (PO " 1+r]xj),t =
Ji=7 XP,
Pagamento R, =A;+]; R =4, +],
Saldo Devedor P.=P_,— A, Pl=P_,—A;
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Convém pontuar que o valor financiado e o fluxo de caixa das colunas terdo valores diferentes,
guando as taxas de juros forem iguais em ambos os regimes de capitalizagdo. Nesse caso, o total de

juros do SGA serd maior que no caso SACS.

10.2 DATA-FOCAL CONSISTENTE

Em capitalizagdo simples, a mudanca da dato-focal causa uma série de problemas. Por exemplo, no
caso de pagamentos uniformes, é infactivel usar no SACS uma mesma taxa de juros

simultaneamente consistente com uma data focal k = 0e k # 0.

Quando a data-focal ndo é a inicial, o pagamento uniforme compativel com outra data-focal acaba
sendo menor do que seria se calculado na data inicial. Nesse caso, seria preciso recalcular a taxa de
juros do SACS para torna-lo consistente com essa nova data-focal. Essa situacdo é abordada na

proxima segao.

Por outro lado, é possivel encontrar um fluxo de pagamentos simultaneamente consistente com a
data-focal inicial e outra qualquer, desde que os pagamentos sejam irregulares de alguma forma, o
gue mostra a generalidade do modelo. Basicamente, dada a data-focal, k, o prazo, n, o valor
emprestado, P, e ataxa de juros, ', resolve-se o seguinte problema de otimiza¢do em consonéncia

com o SACS?%:

k 2

n
i R, x[1 "X (k—t z
{,Ig?}l'p Z e X 1477 x( )]+ 147
t=1 \t=1 t=k+1

Rt
X

—Pyx(1+7r'x jei
o (1+7r'"xk); sujeitoa

n R{_
PO = PR
£ (1+r" xt)

21 No fundo o problema é achar uma sequéncia de pagamentos que satisfaz duas datas-focais
simultaneamente, sendo uma delas a data inicial. Encontrar uma data-focal cujos pagamentos ndo satisfacgam
a data-focal inicial implica inconsisténcia do sistema de amortizacdo conforme a Defini¢do 7.
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Como exemplo, suponha um empréstimo de $ 120 mil, a ser pago em 12 parcelas, sob uma taxa de

juros de 2% ao periodo, e data focal k = 6. Num programa de otimiza¢do??, encontra-se o seguinte

resultado®:

Tabela 17: DataFocalk = 6 -1' = 2%

Periodo | Amortizacado Fluxo a Pagar Juros Pagamento | Saldo Devedor
t—1 R,
AL =R —]{ Dt:Pé_jzl(lT]’Xj) Ji=1" X Dy R{ P{ =P — A

0 $120.000,00
1 $33.958,41 $120.000,00 $2.400,00 $36.358,41 $86.041,59
2 $10.249,74 $ 84.354,50 $1.687,09 $11.936,83 $75.791,85
3 $10.722,85 $72.876,78 $1.457,54 | $12.180,38 $65.069,00
4 $10.712,48 $61.385,85 $1.227,72 $11.940,20 $54.356,52
5 $10.235,96 $50.330,11 $1.006,60 $11.242,56 $44.120,56
6 $9.309,86 $40.109,60 $802,19 $10.112,06 $34.810,70
7 $8.201,11 $31.080,98 $621,62 $8.822,73 $26.609,58
8 $7.161,06 $23.341,74 $ 466,83 $7.627,89 $19.448,53
9 $6.184,59 $16.765,97 $335,32 $6.519,91 $13.263,93
10 $5.267,09 $11.240,62 $224,81 $5.491,90 $7.996,85
11 $4.404,37 $ 6.664,04 $133,28 $4.537,65 $3.592,48
12 $3.592,48 $2.944,66 $58,89 $3.651,37 $(0,00)

Note que se mantém intacta a fundamentacdo econémica original do sistema, sem o emprego de

artificios algébricos, como separar a parte capitalizadvel da ndo capitalizavel.

O ideal é trabalhar com a data-focal k = 0, por ser a mais natural de um sistema de amortizagdo e

qgue permita entender as diferencas com a capitalizagdo composta de forma mais intuitiva e direta.

22 Testaram-se outras alternativas, com todas os pagamentos irregulares, usando-se o Solver do Excel. A
planilha esta disponivel por e-mail. O caso de centenas de prestagGes nao foi testado. Pode ser necessario
programar o procedimento, usando R, por exemplo, e introduzir restricdes adicionais.
2 Esse problema é sensivel ao valor inicial. No exemplo, o valor inicial foi fixado em $ 12 mil para todas as

parcelas.

55




10.3 DATA-FOCAL INCONSISTENTE

Outra forma de resolver o problema é encontrar o valor das parcelas que satisfazem a data-focal
requerida, dada uma determinada taxa de juros. Essas parcelas, contudo, quando trazidas a valor
presente por essa taxa de juros ndo se igualam ao valor emprestado. Portanto, deve-se encontrar a
taxa de desconto a ser aplicada no SACS aos mesmos pagamentos que satisfazem a data focal

requerida.

Nesse sentido, a taxa de desconto tem a mesma funcdo do fator de separacdo de parcelas
capitalizaveis e ndo capitalizaveis de Forger (2009). No caso de capitalizacdo uniforme, isso significa
reduzir a taxa de juros que fora empregada para encontrar o valor do pagamento na data-focal
requerida. O fator de separac¢do de Forger (2009) reduz a parcela sobre a qual incidem a taxa de
juros requerida. Ou seja, o efeito de reduzir a parcela capitalizdvel é equivalente a reduzir a taxa de

juros no SACS para igualar as parcelas ao valor emprestado.
No caso de serem dadas as amortizagdes contabeis, a data-focal, k, e a taxa de juros, 1, é necessario

resolver o seguinte problema:

k n
. z , 2: Rt L
min {t_l R X [1 +rx(k— t)] + t_k+11+7">(—(t—k) — Py X (1 +7rXk) sujeito a

Ri =A,+71" X Pye

t—

=

R!
R£:At+T‘X Pé— OTJ'X])’t>1

J

O exemplo usando o sistema Americano é este aqui:
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Tabela 18: DataFocalk = 6:1' = 2,1% er =2,0%

Periodo | Amortizagdo Fluxo a Pagar Juros Pagamento Saldo Devedor
t—1 R,
4, Dt=Pa—jzlﬂT’,xD Ji=r' XDy | Ri=Ay+Ji | PL= Py — 4
0 $120.000,00
1 S- $120.000,00 $2.531,57 $2.531,57 $120.000,00
2 $- $117.520,73 $2.479,27 $2.479,27 $ 120.000,00
3 S- $115.141,83 $2.429,08 $2.429,08 $120.000,00
4 S- $112.857,33 $2.380,89 $2.380,89 $120.000,00
5 S- $110.661,72 $2.334,57 $2.334,57 $120.000,00
6 S- $108.549,91 $2.290,02 $2.290,02 $120.000,00
7 S- $106.517,19 $2.247,13 $2.247,13 $120.000,00
8 S- $104.559,20 $2.205,83 $2.205,83 $120.000,00
9 S- $102.671,90 $2.166,01 $2.166,01 $120.000,00
10 S- $100.851,52 $2.127,61 $2.127,61 $120.000,00
11 S- $99.094,57 $2.090,54 $2.090,54 $120.000,00
12 $120.000,00 $97.397,78 $2.054,75 $122.054,75 S-

Note que as parcelas ndo sdo constantes como no caso de capitalizagdo composta.

No caso em que nao sao dadas as amortizagdes, como na hipdtese de pagamento uniforme, pode-

se resolver o seguinte problema:

2

n R’
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n
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Tabela 19: DataFocalk = 6-1'=2,04% er = 2,00%

Periodo | Amortizagdo Fluxo a Pagar Juros Pagamento Saldo Devedor
t—1 R,
Ay =Ri-J; Dt=P6—]Zl—(1+r’,xD J=r'xD, | Rt=R' | Pi=Piy-A;
0 $120.000,00
1 $8.834,54 $120.000,00 $2.447,06 $11.281,60 $111.165,46
2 $9.060,00 $108.943,86 $2.221,60 $11.281,60 $102.105,46
3 $9.281,04 $98.104,34 $2.000,56 $11.281,60 $92.824,41
4 $9.497,84 $87.473,11 $1.783,77 $11.281,60 $ 83.326,58
5 $9.710,54 $77.042,34 $1.571,06 $11.281,60 $73.616,03
6 $9.919,31 $ 66.804,58 $1.362,29 $11.281,60 $63.696,72
7 $10.124,29 $56.752,84 $1.157,31 $11.281,60 $53.572,43
8 $10.325,61 $46.880,47 $955,99 $11.281,60 $43.246,82
9 $10.523,40 $37.181,18 $758,20 $11.281,60 $32.723,42
10 $10.717,78 $27.649,01 $563,82 $11.281,60 $22.005,64
11 $10.908,87 $18.278,30 $372,73 $11.281,60 $11.096,77
12 $11.096,77 $9.063,67 $184,83 $11.281,60 S-
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